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1 Annehmen, Anziehen, Folgern, Ableiten

Ableiten und Beweisen resp. Argumentieren sind lebensweltlich wie wissenschaftlich wohl-
vertraute und unverzichtbare Mittel der diskursiven Wahrheitsfindung. Diese komplexen
Handlungen werden dabei durch die sukzessive Ausfiihrung von Redehandlungen, namlich
des Annehmens von Aussagen, des Anziehens von Aussagen als Griinden und des Folgerns
von Aussagen, vollzogen. Redehandlungen werden durch die AuRerung entsprechender Sitze
vollzogen. Welche Redehandlung mit der AufRerung eines Satzes vollzogen wird, hangt davon
ab, welche performativen Redeteile die Aussage des Satzes bestimmen: Mit der AuRerung
von a) 'Angenommen, Hans kommt heute', b) 'Da Hans heute kommt', ) 'Also kommt Hans
heute’ wird die Aussage 'Hans kommt heute' a8) angenommen, wobei die performativen Rede-
teile '"Angenommen’ und "' sind, b) als Grund angezogen, wobei die performativen Redeteile
'Da und . sind, und c) gefolgert, wobei die performativen Redeteile 'Also’ und '." sind.

Im Folgenden wird eine anwendungsorientierte Fassung eines Redehandlungskalkils zur
Regulierung dieser Handlungen vorgestellt, wobel zunéchst nur das Annehmen und das Fol-
gern beriicksichtigt werden.! Der Kalkill ist firr pragmatisierte Sprachen erster Stufe entwi-
ckelt, al'so Sprachen erster Stufe, in denen performative Redeteile, so genannte Performatoren,
zur Verfigung stehen. Die einschldgigen grammatischen Begrifflichkeiten werden daher kurz
eingefuhrt (2). Anschlief3end wird der Kalkul présentiert, zunachst ohne eine Regulierung von
Anziehungen (3). Einige Beispielableitungen illustrieren die Arbeitsweise des Kakdls (4).
Sodann werden Mdéglichkeiten, den Kakil um zulassige Regeln und Anziehungsregeln zu
erweitern, vorgestellt (5). Abschlief3end folgt ein Zusatz, in dem Ableitungsdefinitionen, die

nicht auf deontisches Metavokabular zurtickgreifen, skizziert werden (6).



2 Terme, Formeln, Siatze und Satzfolgen

Im Folgenden werden die einschlégigen grammatischen Begrifflichkeiten und der Kalkdl bei-
spielhaft fur eine festgewéhlte pragmatisierte Sprachen erster Stufe entwickelt, deren Inventar

folgende Grundausdriicke jeweils paarweise disunkter Kategorien umfasst: abzahlbar unend-

lich viele paarweise verschiedene Individuenkonstanten: ¢, Ci, Cp, ..., abzéhlbar unendlich

viele paarweise verschiedene Parameter: Xo, X1, X2, ..., abzéhlbar unendlich viele paarweise
verschiedene Variablen: xo, 1, 22, ..., fur jede von 0 verschiedene natlrliche Zahl ¢ abzéhlbar
unendlich viele paarweise verschiedene i-stellige Funktoren: f; o, f; 1, fi2, ..., Prédikatoren: den
2-stelligen Identitétspradikator (=) sowie fur jede von O verschiedene natlrliche Zahl + ab-

zahlbar unendlich viele paarweise und von "=" verschiedene i-stellige Prédikatoren: P;o, P;1,

P2, ..., funf Junktoren: die 2-stelligen Junktoren Subjunktor (—), Konjunktor (),
Bisubjunktor («), Adjunktor (v) und den 1-stelligen Negator (—), zwel Quantifikatoren:

Universalquantifikator (A) und Partikularquantifikator (V), zwei Performatoren:
Annahmeperformator (Sei) und Folgerungsperformator (Also), drei Hilfszeichen: (", 7," und
0"

0 ist ein atomarer Term genau dann, wenn 6 eine Individuenkonstante a, ein Parameter 3

oder eine Variable ¢ ist. Beispiele: "¢y’ (Individuenkonstante), "xo' (Parameter), "zo' (Vari-
able). 0 ist ein Term genau dann, wenn 6 ein atomarer Term ist oder wenn es Terme 6, ...,
0',-1 und einen n-stelligen Funktor ¢ gibt, so dass 0 identisch mit "@(6', ..., 0',.1)" ist. 0 ist ein

funktoraler Term genau dann, wenn 6 ein Term, aber kein atomarer Term ist. Beispiele: "¢y,

"X3', "1z (atomare Terme); f2o(C1, C2)', Tra(fza(za, Xs, f12(C3)))" (funktorale Terme). p ist

ein Universalquantor genau dann, wenn es eine Variable & gibt, so dass p identisch mit "Ag”

ist; wist ein Partikularguantor genau dann, wenn es eine Variable & gibt, so dass p identisch

mit "VE ist. p ist ein Quantor genau dann, wenn p ein Universal- oder ein Partikularquantor

ist. Beispiele "Azg' (Universalquantor), "Vz3' (Partikularquantor).
I' ist eine atomare Formel genau dann, wenn es Terme 6y, ..., 0,1 und einen n-stelligen Pr&
dikator @ gibt, so dass I" identisch mit "®(0o, ..., 0,.1)" ist. A ist eine Formel genau dann,

wenn A eine atomare Formel ist oder wenn es eine Formel T' gibt, so dass A identisch mit
"I (der Negation von I'), oder wenn es Formeln A und T" gibt, so dass A identisch mit "(A
— I')" (der Subjunktion aus A und I') oder mit "(A A T')" (der Konjunktion aus A und I') oder
mit "(A < I')" (der Bisubjunktion aus A und I') oder mit "(A v I')" (der Adjunktion aus A und

I') ist, oder wenn es eine Formel T und eine Variable & gibt, so dass A identisch mit "A&l™



(der Universalquantifikation von I bezgl. &) oder mit "VEI™ (der Partikularquantifikation von

I bezgl. &) ist. T ist eine junktorale Formel genau dann, wenn I die Negation einer Formel A

oder die Subjunktion, Konjunktion, Bisubjunktion oder Adjunktion zweier Formein A und B

ist. T" ist eine quantorale Formel genau dann, wenn I'" die Universal- oder Partikularquantifika-

tion einer Formel A bzgl. einer Variablen & ist. Beispiele: "Pi3(xs)", "Psa(Ca, C2, f11(21))"
(atomare Formeln); "—Pya(zs, fis(f12(X3)))", (VasPis(xs) — —Pia(zo))", "(Pra(z2) A
Pr3(20))", "(Pis(fis(z1)) < Pi3(X0))", "(AxoPra(z2) v VaoPis(zo))" (junktorale Formeln);
"AzoA\xs(Pr3(xs) — —Pr2(20))", "Voa(Pra(z2) A Pr3(x2))” (quantorale Formeln). Hinweis: Im
Folgenden werden haufig die auReren Klammern unterdriickt und fir den |dentitétspradikator
die Infixnotation verwendet. Beispiele: "A AT fur (A AT)?, "co =o' fur "=(co, Co)" .

¢ ist eine freie Variable in p genau dann, wenn & eine Variable ist und & mit p identisch ist

oder wenn es Terme 6y, ..., 0,1 und einen n-stelliger Funktor oder Prédikator t gibt, so dass p
identisch mit "t(0'y, ..., 0',-1)" und & eine freie Variable in einem 0; ist, oder wenn es eine
Formel T gibt, so dass p identisch mit "—I"" und & eine freie Variable in T ist, oder wenn es
Formeln A und I und einen 2-stelligen Junktor y gibt, so dass p identisch mit "(A w I')" und &
eine freie Variable in A oder in T ist, oder wenn es eine Formel T', einen Quantifikator IT und
eine von & verschiedene Variable o gibt, so dass p identisch mit Tlol™ und & eine freie Vari-
ableinT ist. Beispiele: "zs' ist frei in "Pis(zs)”, "x3' ist frei in "=Pao(xs, f15(f12(X3)))", "5
ist nicht frel in "VasPis(zs)', "rs' ist frel in "—Pia(zs))", "xs' ist frei in "(VosPis(zs) —
—P12(25))", "z0' und "zs' sind nicht frei in "AxoAzs(P1a(xs) — —Pu2(z0))”.

Geschlossene Terme sind Terme, in denen keine Variable frei ist. Beispiele: "Xp', "Co',

"f31(Xo, C1, f1.4(Cs))". Geschlossene Formeln (bzw. Aussagen) sind Formeln, in denen keine

Variable frei ist. Beispiele: "AzoP13(20)", "P25(X4, Cs5)'. Z ist genau dann ein Satz, wenn es

einen Performator = und eine Aussage I gibt, so dassX = "E I'"; T ist dann die Satzaussage

von "= I, X ist genau dann ein Annahmesatz fur I', wenn I" eine Aussage und £ = "Sei I

ist, und X ist genau dann ein Folgerungssatz fir I', wenn I" eine Aussage und £ = "Also I ist.
Beispiele: "Sei (P1s(X4) v P24(Cs, €7))" (Annahmesatz fur "(Pire(Xs) v Pa4(Cs, C7))7), "Also
VaoVasPs.a(zo, 23)" (Folgerungssatz fir "VaoVasPs.a(zo, 23)™).

wist ein Teilausdruck von p* (bzw.: p kommt in u* vor) genau dann, wenn p* ein Grund-

ausdruck, ein Term, ein Quantor, eine Formel oder ein Satz und p identisch mit p* ist oder
wenn es Terme 6y, ..., 0,.1 und einen n-stelligen Funktor oder Prédikator t gibt, so dass p*
identisch mit "t(0y, ..., 0,.1)" und p identisch mit t oder ein Teilausdruck eines 0; ist, oder

wenn es einen Quantifikator IT und eine Variable & gibt, so dass p* identisch mit TIE" und p



identisch mit IT oder mit & ist, oder wenn es eine Formel I gibt, so dass u* identisch mit —I™"
und p identisch mit '—' oder ein Teilausdruck von T" ist, oder wenn es Formeln A und T" und
einen 2-stelligen Junktor y gibt, so dass p* identisch mit "(A w I')" und p identisch mit v oder
ein Teilausdruck von A oder von T ist, oder wenn es eine Formel T', einen Quantifikator IT
und eine Variable & gibt, so dass p* identisch mit TIE[™ und p ein Teilausdruck von TIE"
oder von I ist, oder wenn es eine Formel T" und einen Performator = gibt, so dass p* identisch
mit "= und p identisch mit = oder ein Teilausdruck von I ist. Beispiele: Die Teilausdriicke
von "AIso Vaz—Poo(zs, fis(f12(xs)))” sind "Also’, "Vaz—Paa(xs, fis(fi2(xs)))”, Vs, V7,
13", "—Paa(xs, fis(fia(xs)))', =7, "Paa(ws, fis(fia(xa)))', "Pa2', Tis(fia(xs))', fis’,
T12(x3)", 12" und "X3'.

0 ist ein Teilterm von p genau dann, wenn 6 ein Term und p ein Term eine Formel oder ein

Satz und 6 ein Teilausdruck von p ist. I'_ist eine Teilformel von p genau dann, wenn I eine

Formel und p eine Formel oder ein Satz und I" ein Teilausdruck von p ist. Beispiele: Die Teil-
terme von f,0(Cy, C2)" sind fo0(Cy, C2)7, "C1' und "C;', die Teilterme von "AzoAzs(Pya(zs) —
—P12(x0))" sind "zo' und "zs', die Teilterme von "Also Vaz—Pso(zs, f15(f1.2(X3)))" sind "z3”,
f1s(f12(X3))", f12(x3)” und "x3'; die Teilformeln von "AzoAzs(Pis(zs) — —P12(70))” sind
"AzoArs(Pra(zs) — —Pra(w0))", "Azs(Pra(zs) — —Puia(20))", "(Pis(zs) — —Pui2(z0))”,
"Prs(zs)’, " —Pra(zo)"und "Pia(zo)”, die Teilformeln von "Also Vas—Poa(xzs, f1s5(f12(X3)))”
sind "Vaz—Paa(z3, f15(f12(X3)))", "=P22(3, frs(f12(X3)))” und "Paa(zs, f1s(f12(x3)))".

Ist 6 ein geschlossener Term, & eine Variable und p ein Term oder eine Formel, dann sei das
Ergebnis der Substitution von 6 fir & in p (kurz: [6, &, ) identisch mit 0, falls & identisch mit

w ist, identisch mit p, falls u ein atomarer und von & verschiedener Term ist, identisch mit
([0, & 09, ..., [0, & 0'1])7, falls T ein n-stelliger Funktor oder Prédikator ist, 0', ..., 0'.1
Terme sind und p identisch mit ™t(6%, ...., 0',.1)" ist, identisch mit ™[0, &, I']7, fallsT eine
Formel und p identisch mit "—I"" ist, identisch mit ([0, &, A] v [6, &, T'])", falls A und T" For-
meln sind, y ein 2-stelliger Junktor und p identisch mit "(A y I')" ist, identisch mit Tlw[6, &,
A]™, fallsTI ein Quantifikator, ® eine von & verschiedene Variable, A eine Formel und p iden-
tisch mit TIoA™ ist, identisch mit TIoA™, fallsIT ein Quantifikator, » identisch mit &, A eine
Formel und p identisch mit TIoA™ ist. Beispiele: ["C,", "x3', "z3'] = "¢, [, "x3", "1’
= o, [767, s, Xa'] = XaT, [767, Tas”, o] = e, [Fas(Xo)”, "wa”, Poaa, fro(z))]
"Pai(fra(x2), fra(fra(x2)))', [X1', @', "(Pro(mo) A VwoPri(zo))'] = "(Pro(X1) A
VaoPr1(zo)) .



$ ist eine Satzfolge genau dann, wenn es eine natirliche Zahl & gibt, so dass $ eine Folge
von k Sdtzen X, ..., X;1 ist. Dabei ist die leere Satzfolge (also die leere Menge, @) von 0 Sét-

zen ebenfalls eine Satzfolge. Ist §) eine nicht-leere Satzfolge, dann ist die Aussage des letzten

Gliedes von $ die Konklusion von §). 2 ist ein Abschnitt von 7 bis j in $) genau dann, wenn es

ein k gibt, so dass $) eine Folge von k Sdtzen ist und ¢ < 5 < k und 21 den von : bis j reichenden
Teil von $ bildet, d.h., wenn 2 alle Zeilen ab einschliefdich Zeile i bis einschliefdich Zeile j

von §) umfasst. st $ eine Folge von k Satzen und [ < k, dann ist $HI'7 (die Beschréankung von $
auf [) identisch mit der leeren Satzfolge, falls/ = 0, und identisch mit dem Abschnitt von O bis
[-1in %, fals0 <. Ist $ eine Folge von k Sétzen und X ein Satz, dann ist die Fortsetzung von

£ um X genau dann mit $)* identisch, wenn $H* eine Folge von k+1 Satzen ist und $H* 'k iden-
tisch mit $ und X der Satz in Zeile k£ von $H* ist. Als Beispiel diene folgenden Satzfolge,
5[2-1]:

Beispiel [2.1]

Sei P1a(cy)

Sei —P11(Cy)

Sel —P2.1(Cs, Ca)

Also  Pii(cy)

Also  —Py1(cy)

Also  ——P,1(Cs, Cs)

Also  P4(cs, Cs)

Also  —P11(c1) — Pa(Cs, Ca)

Also  Ppi(c1) — (=P11(C1) — P21(Cs, Ca))

o N o 0o A W DN -, O

Erlauterung: $*¥ ist eine Folge von 9 Sitzen und damit eine Satzfolge. $2Y0 ist die leere Satz-
folge und $H!*¥11 ist ein Abschnitt von 0 bis 0 in $%¥ und $!?¥1 ist die Fortsetzung der leeren
Satzfolge um "Sei P1(cy)”. Allgemein gilt firr alle s < 8: $*¥+1 ist ein Abschnitt von O bis i in
$3 und HYi+1 ist die Fortsetzung von $2¥1i um den Satz in Zeile i von $%¥, wobei $%19
identisch mit $!%Y ist. Fir ale i < 8 gilt sodann, dass die Satzaussage in Zeile i von $*¥ die Kon-
klusion von $*1}i+1 ist. So ist etwa "Py(c,)" die Konklusion von $?'1. Die Konklusion von £

ist "Pp1(cy) — (—Pri(c1) — Paa(Cs, Ci))7.

3 Regeln zum Redehandeln: Der Kalkiil

Mit dem Redehandlungskalkil werden nun Regeln fur das Annehmen und das Folgern etab-
liert, die letztendlich das Ableiten von Aussagen aus Aussagenmengen anleiten. Dazu ist vor-

bereitend zu bemerken: Ein Autor nimmt eine Aussage I' an, indem er den Satz "Sei I au-



[3ert, und ein Autor folgert eine Aussage I', indem er den Satz "Also I aul3ert. Ein Autor au-
(ert die leere Satzfolge, indem er nichts duf3ert. Ein Autor auf3ert eine nicht-leere Folge $ von
k Sétzen, indem er nacheinander fir jedes : < k den Satz in Zeile ¢ von $) &ul3ert. Hat ein Autor
eine Folge $ von k Sétzen gedul3ert und ist ' eine Aussage, dann setzt er §) durch die Annah-
me von I' zu einer Folge von k+1 Sétzen fort, deren letztes Glied "Sel I ist, und er setzt ©
durch die Folgerung von I' zu einer Folge von k+1 Sétzen fort, deren letztes Glied "Also I
ist.

Wie fur pragmatisierte Kalkile des natirlichen Schlief3ens Ublich, gibt es eine Annahmere-
gel, die das Annehmen beliebiger Aussagen erlaubt, und fir jeden der acht logischen Operato-
ren, also den ldentitétspradikator, die funf Junktoren und die Quant(ifika)toren, jeweils eine
Einfuhrungs- und eine Beseitigungsregel. Abgesehen von der Regel der | dentitétseinfiihrung
(IE), verlangen die Einfuhrungs- und Beseitigungsregeln immer, dass bereits entsprechende
Pramissen gewonnen wurden, d.h. verfigbar sind. So erlaubt etwa die Regel der Subjunktor-
beseitigung (SB), dass man I" folgern darf, wenn A und "A — I bereits verfligbar gemacht
worden sind. Verfigbar gemacht werden Aussagen dabei, indem sie gefolgert oder ange-
nommen werden.

Drei der Regeln, ndmlich Subjunktoreinfihrung (SE), Negatoreinfuhrung (NE) und Partiku-
larquantorbeseitigung (PB), erlauben es ihrerseits, sich von gemachten Annahmen auch wie-
der zu befreien: Hat man im Ausgang von der Annahme einer Aussage A eine Aussage I' ge-
wonnen, dann darf man "A — I folgern und sich so von der gemachten Annahme von A
befreien (SE); hat man im Ausgang von der Annahme einer Aussage A AussagenI" und ™I
gewonnen, dann darf man "—A™ folgern und sich so von der gemachten Annahme von A be-
freien (NE); ist eine Partikularquantifikation "VEA™ verfligbar und hat man im Ausgang von
der représentativen Ersatzannahme [, &, A] eine Aussage I gewonnen, dann darf man T fol-
gern und sich so von der gemachten Ersatzannahme befreien (PB). Die Befreiung von der
jeweils gemachten Eingangsannahme wird dabei dadurch erreicht, dass mit der Anwendung
von SE, NE und PB sowohl die jeweiligen Eingangsannahmen als auch die unter dieser An-
nahme gewonnen Zwischenfolgerungen als Pramissen unverfligbar gemacht werden. Umge-
kehrt macht die Anwendung der Annahmeregel die angenommene Aussage als Annahme ver-
fugbar, von der man sich durch und nur durch eine Fortsetzung wieder befreit, die nach SE,
NE oder PB erfolgen darf. Neben der Annahmeregel und den Regelpaaren fir die logischen
Operatoren enthélt die hier présentierte Fassung des Kalkils eine Wiederholungsregel, die



den Schluss von einer bereits verflgbaren Aussage auf diese Aussage selbst erlaubt und bezo-
gen auf die Ubrigen Regeln eine zuldssige Regel darstellt.

Wann eine Aussage I' in einer Satzfolge $ bel einem ¢ (also in Zeile 7) verflgbar ist wird im
Folgenden simultan mit den Regeln etabliert. Zur handlicheren Formulierbarkeit sei dazu vor-
bereitend vereinbart: Wenn § eine Satzfolge ist, dann sei I genau dann in $) verfigbar, wenn
I''in $ bei einem 7 verfigbar ist. Sodann sei I' genau dann in $ bei 7 a's Annahme verflgbar,
wenn I" in $ bei 7 verflgbar ist und der dortige Satz ein Annahmesatz fur I ist. I' sei genau

dann in $H als Annahme verfigbar (kurz: eine in $ verfuigbare Annahme), wenn I in §) bei

einem 7 as Annahme verfiigbar ist. Sodann sel I" genau dann in $ bei 7 as letzte Annahme

verfigbar, wenn I" in $) bei ¢ als Annahme verfugbar ist und kein A in $) bei einem [ > 4 als

Annahme verflgbar ist. Zuletzt sei I" genau dann in $ as letzte Annahme verfigbar, wenn es

einigibt, sodassT in § bei 7 als letzte Annahme verflgbar ist. Es folgen nun die Regeln des
um eine Wiederholungsregel erweiterten Redehandlungskalkiils:

Einleitende Verflgbarkeitsklausel: In der leeren Sequenz ist keine Aussage verflgbar.

Annahmeregel (AR)

Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat und I eine Aussage ist, dann darf man $ durch die An-
nahme von I fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir AR: Wenn man eine Folge $) von k Sdtzen nach AR durch die Annahme
von I zu $H* fortsetzen darf, dannist T in $* bei k verflgbar und ale B, diein $ bei einem [ ver-

flgbar waren, sind auch in $* bei diesem [ verfligbar.

Subjunktoreinfihrungsregel (SE)
Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat und A in §) als letzte Annahme verfigbar ist und I die
Konklusion von $) ist, dann darf man $ durch die Folgerung von "A — I"" fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir SE: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach SE durch die Folgerung
von "A — I zu $* fortsetzen darf und A in $) bel i asletzte Annahme verflgbar ist, dannist "A
— I'" in $H* bei k verfugbar und ale B, diein $ bei einem [ verfiigbar waren, sind in $* bei [ ver-

fugbar, falls/ <, andernfalls sind siein $* bei [ nicht mehr verfugbar.

Subjunktorbeseitigungsregel (SB)
Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat und A und "A — I in $) verfigbar sind, dann darf man
£ durch die Folgerung von I" fortsetzen.

Verfugbarkeitsklausel fir SB: Wenn man eine Folge $ von k& Sétzen nach SB durch die Folgerung
von T zu $H* fortsetzen darf, dannist T" in $* bei k& verfligbar und wenn man $) nicht nach SE oder



NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bei einem [ verfligbar waren, auch in

$H* bel diesem [ verflgbar.

Konjunktoreinfihrungsregel (KE)
Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und A und T" in $ verflgbar sind, dann darf man $ durch
die Folgerung von "A A T fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fur KE: Wenn man eine Folge $ von k Sdtzen nach KE durch die Folgerung
von "A AT zu $H* fortsetzen darf, dannist "A AT in $* bei £ verfigbar und wenn man $ nicht
nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind ale B, diein $ bei einem [ verfligbar waren, auch in $*

bei diesem [ verfiigbar.

Konjunktor beseitigungsregel (KB)
Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat und "A A T7 oder T A A™ in § verfugbar ist, dann darf
man $ durch die Folgerung von I" fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir KB: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach KB durch die Folgerung
von T zu $H* fortsetzen darf, dannist T" in $H* bei k verfligbar und wenn man $) nicht nach SE oder
NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bei einem [ verfligbar waren, auch in

$H* bei diesem [ verfugbar.

Bisubjunktoreinfihrungsregel (BE)
Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und "A — T und T — A™ in $ verfligbar sind, dann
darf man $) durch die Folgerung von "A < I"" fortsetzen.

Verfiigbarkeitsklausel fir BE: Wenn man eine Folge $) von k Sétzen nach BE durch die Folgerung
von "A « T'zu $H* fortsetzen darf, dann ist "A < I'" in $* bei k verfigbar und wenn man $
nicht nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $ bei eéinem [ verfligbar waren, auch

in $H* bei diesem [ verflgbar.

Bisubjunktorbeseitigungsregel (BB)
Wenn man eine Satzfolge $ geduflert hat und A und dazu "A <> I'" oder T < A™ in § verfugbar
sind, dann darf man $ durch die Folgerung von T fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir BB: Wenn man eine Folge $§) von £ Sétzen nach BB durch die Folgerung
von T zu $H* fortsetzen darf, dannist T" in $* bei k& verfligbar und wenn man $) nicht nach SE oder
NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bei einem [ verfiigbar waren, auch in

$H* bel diesem [ verfligbar.

Adjunktoreinfiihrungsregel (AE)
Wenn man eine Satzfolge $) gedul3ert hat, A, I' Aussagen sind und A oder I in § verflgbar ist,
dann darf man $ durch die Folgerung von "A v I'" fortsetzen.



Verflgbarkeitsklausel fir AE: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach AE durch die Folgerung
von "A v I zu $H* fortsetzen darf, dannist "A v I in $* bei k verflgbar und wenn man § nicht

nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bel einem [ verfligbar waren, auch in $*

bei diesem [ verfugbar.

Adjunktorbeseitigungsregel (AB)
Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und "A v B™, "TA —»T7, "B — I in $ verflgbar sind,
dann darf man $) durch die Folgerung von T fortsetzen.
Verflgbarkeitsklausel fir AB: Wenn man eine Folge $) von &k Sétzen nach AB durch die Folgerung
von T zu $H* fortsetzen darf, dannist " in $H* bei k verfligbar und wenn man $) nicht nach SE oder

NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $ bei einem [ verfligbar waren, auch in

$H* bei diesem [ verflgbar.

Negatoreinfiihrungsregel (NE)
Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und A in $ bei ¢ als letzte Annahme verflgbar ist und es
einjmit:<jundeneAussageT gibt, sodassT in $ bel j verfigbar und "—I"" die Konklusion
von $) ist oder aber "I in $ bei j verflgbar und " die Konklusion von § ist, dann darf man £
durch die Folgerung von "—A™ fortsetzen.
Verflgbarkeitsklausel fir NE: Wenn man eine Folge $ von k Sdtzen nach NE durch die Folgerung
von "—A" zu H* fortsetzen darf und A in $ bel ¢ als letzte Annahme verfugbar ist, dannist "—A™
in $H* bel k verflgbar und alle B, diein $ bel einem [ verfigbar waren, sind in $* bei [ verflgbar,

fals! <, andernfallssind siein $H* bei [ nicht mehr verfligbar.

Negatorbeseitigungsregel (NB)
Wenn man eine Satzfolge $) gedulert hat und ——I" in § verflgbar ist, dann darf man $) durch
die Folgerung von I" fortsetzen.

Verfugbarkeitsklausel fur NB: Wenn man eine Folge $ von k£ Sétzen nach NB durch die Folgerung
von T zu $* fortsetzen darf, dannist T" in $H* bei k verfiigbar und wenn man $) nicht nach SE oder

NE oder PB zu $H* fortsetzen darf, dann sind ale B, diein $) bei einem [ verfligbar waren, auch in

$H* bei diesem [ verfugbar.

Univer salquantoreinfiihrungsregel (UE)

Wenn man eine Satzfolge $) gedulert hat, A eine Formel und & eine Variableist und 3 ein Parame-
ter ist, der weder in A noch in einer in $) verfligbaren Annahme vorkommt, und [B, &, A] in $) ver-
fugbar ist, dann darf man $ durch die Folgerung von "AEA™ fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir UE: Wenn man eine Folge $ von k Sitzen nach UE durch die Folgerung
von "AEAT zu $H* fortsetzen darf, dann ist "AEA™ in H* bel k verfigbar und wenn man $) nicht
nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $ bei einem [ verfligbar waren, auch in $*

bei diesem [ verfugbar.
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Universalguantorbeseitigungsregel (UB)

Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat, 6 ein geschlossener Termist und "AEA™ in §) verfligbar
ist, dann darf man $) durch die Folgerung von [6, &, A] fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir UB: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach UB durch die Folge-
rung von [0, &, A] zu $H* fortsetzen darf, danniist [0, &, A] in $H* bel & verflgbar und wenn man $
nicht nach SE oder NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind ale B, die in $ bei eéinem [ ver-

flgbar waren, auch in $* bei diesem [ verfigbar.

Partikularquantoreinfihrungsregel (PE)
Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat, 6 ein geschlossener Term, & eine Variableund A eine
Formel ist und [6, &, A] in $ verflgbar ist, dann darf man $ durch die Folgerung von "VEA™ fort-
setzen.

Verflgbarkeitsklausel fir PE: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach PE durch die Folgerung
von "VEA" zu $H* fortsetzen darf, dann ist "VEA™ in $* bei k verflgbar und wenn man $) nicht
nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bel einem [ verfligbar waren, auch in $*

bei diesem [ verfugbar.

Partikularquantorbeseitigungsregel (PB)

Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat, p ein Parameter ist, "VEA™ in $) bei ¢ verflgbar ist, [B, &,
A] in $) bei i+1 alsletzte Annahme verfligbar ist, I' die Konklusion von $) ist und  weder in einer
Zeilem mit m < 4, also insbesondere auch nicht in A, noch in " vorkommt, dann darf man §j durch
die Folgerung von T fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir PB: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach PB durch die Folgerung
von I' zu $* fortsetzen darf und [B, &, A] in Zeile i+1 von § as letzte Annahme verflgbar ist,
dannistT in $* bei k verfigbar und alle B, diein $ bei einem [ verflgbar waren, sind in $* bei [

verfugbar, fallsi < i, andernfalls sind sie in $* bei [ nicht mehr verflgbar.

| dentitétseinfiihrungsregel (1E)
Wenn man eine Satzfolge $ gedul3ert hat und 6 ein geschlossener Termist, dann darf man $) durch
die Folgerung von "6 = 0 fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fur |E: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach |E durch die Folgerung
von "8 =07 zu H* fortsetzen darf, dannist 60 = 67 in H* bei k£ verfigbar und wenn man $ nicht
nach PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $ bei einem [ verfiigbar waren, auch in $*

bei diesem [ verfligbar.

| dentitatsbeseitigungsregel (1B)

Wenn man eine Satzfolge $) gedulert hat, 8, 6, geschlossene Terme sind, £ eine Variable und A
eine Formel ist und "6p = 0, und [0, &, A] in $ verfiigbar sind, dann darf man $ durch die Folge-
rung von [04, &, A] fortsetzen.
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Verflgbarkeitsklausel fur 1B: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach 1B durch die Folgerung
von [0y, &, A] zu $H* fortsetzen darf, dann ist [04, &, A] in $H* bel k verfigbar und wenn man $
nicht nach SE oder NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $ bei einem [ ver-

fUgbar waren, auch in $3* bel diesem [ verflgbar.

Wiederholungsregel (W)

Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und T in $) verflgbar ist, dann darf man $ durch die Fol-
gerung von T fortsetzen.

Verflgbarkeitsklausel fir W: Wenn man eine Folge $ von k Sétzen nach W durch die Folgerung
vonT zu $H* fortsetzen darf, dannist I" in $H* bei k verfligbar und wenn man $) nicht nach SE oder
NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bei einem [ verfligbar waren, auch in
$H* bel diesem [ verflgbar.

Abschlieffende Verfligbarkeitsklausel: Sonst sind keine Aussagen in keinem $) bei irgendeinem [

verfugbar.

$ ist eine Ableitung von I" aus X genau dann, wenn es ein k£ # 0 gibt, so dass §) eine Folge

von k Sdtzen ist, X die Menge der in $) verfligbaren Annahmen ist und I" die Konklusion von
$ ist und wenn fur ale i < k gilt: Man darf $H1i nach einer der aufgefiihrten Regeln zu $Hli+1
fortsetzen. ) ist dann und nur dann ein Bewels fir I", wenn $ eine Ableitung von I" aus @ ist.

I" ist eine deduktive Konsequenz von X (kurz: X + T') genau dann, wenn X eine Aussagen-

menge ist und es ein $) gibt, so dass $ eine Ableitung vonT" auseinem Y < X ist. Beispid:
H*4 ist eine Ableitung von "Py1(C1) — (—P1(C1) — P2a(Cs, )" aus der leeren Menge und
damit ein Beweis dieser Aussagen. $29)
aus { "Pra(c1)’}, H2M7 ist eine Ableitung von "P,i(Cs, ¢x)" aus { "Pri(cy)”, —Pri(c)},
$'*16 ist eine Ableitung von "——P,1(Cs, €a)" aus { "Pri(cy)”, —Pra(ce)'}, H*II5 ist eine
Ableitung von Py 1(c1)" aus{ "P11(C1)", "—P11(C1)", P21(Cs, C2)'}, H*14 ist eine Ablei-
tung von "Ppa(cy)” aus { "Pri(Cy)”, "—Prai(Cy)”, "—Pai(Cs, ci)'}, H2U3 ist eine Ableitung

von "—Pai(Cs, €a)" aus { Pra(ca)”, —Pri(Cy)", —P2a(Cs €a)'}, HU12 ist eine Ableitung

8 ist eine Ableitung von =Py 1(C1) — P21(C3, Ca)”

von "—Pya(cy)” aus{ Pra(cr)”, "—Pua(cy)'} und $*1 L ist eine Ableitung von "Pra(c;)” aus
{"Pr1(c1)"}. Allgemein gilt: Ist $ eine Ableitung von I" aus X, dann ist jede nicht-leere Be-
schrankung von $ eine Ableitung der jeweiligen Konklusion auseinem Y 2 X, wobel Y die

Menge der in der jeweiligen Beschrénkung verfligbaren Annahmen ist.
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4 Beispiele zum Ableiten

In diesem Abschnitt finden sich einige schematische Beispielableitungen. Diese sind jewells
mit zwei Kommentarspalten versehen: die innerer Kommentarspalte nennt die angewendeten
Regeln und die Pramissenzeilen resp. —abschnitte, wahrend die dufllere Kommentarspalte die
Zeilen auffihrt, deren Satzaussagen jewelils in ihnen verfugbar sind. Man beachte, dass beide
Kommentarspalten fur das Ableitungsgeschéft Uberflissig sind und nicht zu den Ableitungen
gehoren. Sie dienen lediglich als entbehrliche Hilfsmittel beim Nachvollzug von Ableitungen.
Fur das folgende seien A, B, T', A jeweils parameterfreie Formeln, die jeweils keine Teilfor-
meln voneinander sind und in denen jewells hdchstens die Variablen frei sind, die durch evtl.
vorangestellte Quantoren gebunden werden. &, o, { seien jeweils voneinander verschiedene
Variablen, B, p', p* voneinander verschiedene Parameter und 6o, 61, 0', 6* voneinander ver-
schiedene geschlossene Terme. Alle Theoreme gelten auch dann, wenn diese Bedingungen

nicht erfullt sind, allerdings gestalten sich die Beweise teilweise anders.

[4.1] A v —A (Tertium-non-Datur)

0 Sd —(Av—A) (AR) 0
1 S8 A (AR) 0-1

2 Also Av-A (AE; 1) 0-2

3 Also —(Av-A) (W; 0) 0-3

4  Also —A (NE; 1-3) 0,4
5 Also Av—A (AE; 4) 0,4-5
6 Also ——(Av—A) (NE; 0-5) 6

7 Also Av-A (NB; 6) 6-7

[4.2] (A — B) A (A — B)) — B (Redundanz kontradiktorischer Antezedensformeln)

0 S (A—>B)A(-A—B) (AR) 0

1 Also A—>B (KB; 0) 0-1

2 Also -A—B (KB; 0) 0-2

3 Si -B (AR) 0-3

4 Sd A (AR) 0-4

5 Also B (SB; 1, 4) 0-5

6 Also —B (W; 3) 0-6

7  Also —A (NE; 4-6) 0-3,7
8 Also B (SB; 2, 7) 0-3,7-8
9 Also —B (NE; 3-8) 0-2,9
10 Also B (NB; 9) 0-2, 9-10
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11 Also (A—-B)A(—-A—B))—B

[4.3] A — (B — A) (Abschwéachung)
S A

Se B

Also A

Also B— A

Also A—-(B—A)

A WO N PP, O

[4.4] A — (—A — B) (Ex-contradictione-quodlibet)
S A

Se  —A

Seé& B

Also A

Also —A

Also ——B

Also B

Also —A—B

Also A — (—-A —B)

0o N O 0o W DN - O

[45] (AAB)— (A <~ B)

Sei AAB

Se A

Also B

Also A—B

Se B

Also A

Also B—A

Also A—B

Also (A AB)— (A< B)

0o N o 0o W N - O

[4.6] (-A A —=B) — (A < B)

0 Sei —A A —B
1 Sei A

2 Sei —B

3 Also A

(SE; 0-10)

(AR)
(AR)
(W; 0)
(SE; 1-2)
(SE; 0-3)

(AR)
(AR)
(AR)
(W; 0)
(W; 1)
(NE; 2-4)
(NB; 5)
(SE; 1-6)
(SE; 0-7)

(AR)
(AR)
(KB; 0)
(SE; 1-2)
(AR)
(KB; 0)
(SE; 4-5)
(BE; 3, 6)
(SE; 0-7)

(AR)
(AR)
(AR)
(W; 1)

11

0-1
0-2
0,3

0-1

0-2
0-3
0-4
0-1,5
0-1,56
0,7

0-1

0-2

0,3
0,34
0,35
0,3,6
0,3,6-7

0-1
0-2
0-3



14

Also —A
Also ——B
Also B
Alsb A—B

Also B

Also —B

Also ——A

Also A

Also B— A

Also A<B

Also (A A—-B)— (A< B)

BHEREBREB©® Y0

[4.7] (A & B) = (B o A) (Symmetrievon <)
Sei A—B

Sei B

Also A

Also B—A

Se A

Also B

Also A—B

Also B A

Also (A<~ B)— (B« A)

0o N O 0o A W DN L O

[4.8] A§(A = T) — (—=VEL — —VEA)
Sei NE(A —T)

Sel =VE&r

Se VEA

Sei [B, & A]

Se VEA

Also [B, & Al —[B, & IT
[B. & IT

Also V&I

Also —Ver

Also —VEA

Also  —VEA

Also  —VEA

':!S@OONCDU‘I#OONHO
>
8

(KB; 0)
(NE; 2-4)
(NB; 5)
(SE; 1-6)
(AR)
(AR)
(W; 8)
(KB; 0)
(NE; 9-11)
(NB; 12)
(SE; 8-13)
(BE; 7, 14)
(SE; 0-15)

(AR)
(AR)
(BB; 0, 1)
(SE; 1-2)
(AR)
(BB; 0, 4)
(SE; 4-5)
(BE; 3, 6)
(SE; 0-7)

(AR)
(AR)
(AR)
(AR)
(AR)
(UB; 0)
(SB; 3,5)
(PE; 6)
(W; 1)
(NE; 4-8)
(PB; 3-9)
(NE; 2-10)

0-4

0-1,5
0-1,56
0,7

0, 7-8
0,7-9

0, 7-10

0, 7-11

0, 7-8, 12
0, 7-8, 12-13
0,714
0,7,14-15
16

0-1

0-2

0,3
0,34
0,35
0,36
0,3,6-7

0-1
0-2
0-3
0-4
0-5
0-6
0-7
0-8
0-3,9
0-2, 10
01,11
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13 Also AEA —T) — (=VE — —VEA)

[4.9] VEA v A&—A (Tertium-non-Datur, quantoral)

Sei

Sei

Also
Also
Also
Sei

Also
Also
Also
Also
Also
Also
Also

_(VEA v AE=A)
VEA

VEA v Ne=A
“(VEA v AE—A)
—VEA

[B. & A]

VEA

—VEA

—[B, & A
Ne—A

VEA v Ne=A
—(VEA v AE—A)
VEA v Ne—A

15

(SE; 1-11)
(SE; 0-12)

(AR)
(AR)
(AE; 1)
(W; 0)
(NE; 1-3)
(AR)
(PE; 5)
(W; 4)
(NE; 5-7)
(UE; 8)
(AE; 9)
(NE; 0-10)
(NB; 11)

[4.10] —VEA v —AE—A (Tertium-non-Datur, quantoral)

Sei

Sei

Also
Also
Also
Also
Sei

Sei

Also
Also
Also
Also
Also
Also
Also

(=VEA v —AE—A)
—VEA

—VEA v =AE-A
—(—VEA v =AE-A)
——VEA

VEA

[B, & A]

NE-A

—[B. & A

[B, & A]

—AE=A

—NE=A

—VEA v —=AE-A
——(=VEA v —AE-A)
—VEA v —=A\E-A

(AR)
(AR)

(AE; 1)
(W; 0)
(NE; 1-3)
(NB; 4)
(AR)
(AR)
(UB; 7)
(W; 6)
(NE; 7-9)
(PB; 6-10)
(AE; 11)
(NE; 0-12)
(NB; 13)

0,12
13

0-1

0-2

0-3

0,4
0,4-5
0,4-6

0, 4-7
0,4,8
0,4,89
0, 4,8-10
11
11-12

0

0-1

0-2

0-3

0,4

0, 4-5

0, 4-6

0, 4-7

0, 4-8
0,4-9

0, 4-6, 10
0,4-511
0, 4-5,11-12
13

13-14
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5 Zulassige Regeln und Anziehungen

Der hier gewdahlte Ansatz |1&sst sich in verschiedenen Hinsichten ausbauen. Zundchst kann der
Kalkil um zuléssige Regeln erweitert werden. Genauer: Gilt {Ay, ..., A1} — B, dann kann

der Redehandlungskalkil um eine zuldssige Regel erweitert werden, die es erlaubt, bereits

gedulerte Satzfolgen, in denen Ay, ..., A1 verflgbar sind, durch die Folgerung von B fortzu-
setzen. Diese Regeln und die zugehérige V erflgbarkeitsklauseln haben folgende Gestalt:

Generische zulassige Regel (ZR)

Wenn man eine Satzfolge $ gedulert hat und Ay, ..., A1 in $ verflgbar sind, dann darf man $
durch die Folgerung von B fortsetzen.

Verfligbarkeitsklausel: Wenn man eine Sequenz $) von k Sdtzen nach ZR durch die Folgerung von
B zu $* fortsetzen darf, dannist B in $* bei &k verfigbar und wenn man $ nicht nach SE oder NE
oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle T, diein $ bel einem [ verflgbar waren, auch in H*

bei diesem [ verfligbar.

Des Weiteren lassen sich die von PETER HINST und GEO SIEGWART entwickelten Regularien
fur weitere Redehandlungen, wie etwa das Behaupten, das definitorische und axiomatische
Setzen oder das Anziehen von Griinden, auch fiir diesen Ansatz ausnutzen.” Beispielhaft fiir

die EinfUhrung eines Anziehungsperformators, etwa ™Da': Zunéchst ist dazu die

Performatorkategorie um "Da’ zu erweitern. Sodann ist die Verwendung dieses Performators

durch eine Erweiterung des Kakuls um Anziehungsregeln, die die Anziehung bestimmter,
wie etwa axiomatisch oder definitorisch gesetzter, parameterfreier Aussagen erlauben, zu re-
gulieren. Dabei gilt dann, dass ein Autor eine Aussage I" (als Grund) anzieht, indem er den
Satz "Dal™ aul3ert, und dass ein Autor eine gedul3erte Folge $ von k Sétzen durch die Anzie-
hung von I' zu einer Folge von k+1 Sétzen fort, deren letztes Glied "Dal” ist. Die Verfug-
barkeitsklauseln fur SE, NE und PB werden so angepasst, dass einmal angezogene Aussagen
immer verfugbar bleiben. Anziehungsregeln und die zugehoérigen Verflgbarkeitsklauseln ha-
ben die folgende Gestalt:

Generische Anziehungsregel (ANZR)

Wenn man eine Satzfolge $ geduert hat und I' eine so-und-so parameterfreie Aussageist, dann
darf man $ durch die Anziehung von T fortsetzen.

Verfugbarkeitsklausel: Wenn man eine Sequenz ) von k Sétzen nach ANZR durch die Folgerung

von T zu $H* fortsetzen darf, dannist T" in $* bei k verfiigbar und wenn man $) nicht nach SE oder
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NE oder PB zu $* fortsetzen darf, dann sind alle B, diein $) bei einem [ verfligbar waren, auch in

$H* bel diesem [ verflgbar.
Die angepassten Verfugbarkeitsklauseln fir SE, NE und PB lauten wie folgt:

Angepasste Verflgbarkeitsklausel fir SE: Wenn man eine Folge §) von &k Sétzen nach SE durch
die Folgerung von "A — T zu $* fortsetzen darf und A in $ bei ¢ as letzte Annahme verfligbar
ist, dannist "A — I'" in $H* bei k verfigbar und alle B, diein $ bei einem [ verfigbar waren, sind
in $* bei [ verfugbar, fallssiein $ bei 7 angezogen wurden oder falls/ < i, andernfallssind siein
$* bei [ nicht mehr verfigbar.

Angepasste Verfugbarkeitsklausel fur NE: Wenn man eine Folge $) von &k Sdtzen nach NE durch
die Folgerung von "—A™ zu $* fortsetzen darf und A in $ bei ¢ als letzte Annahme verfigbar ist,
dannist "=A™ in $* bei k verflgbar und ale B, diein $ bel einem [ verflgbar waren, sind in H*
bei [ verflgbar, falssiein $ bel [ angezogen wurden oder fals! < ¢, andernfals sind siein $* bei
[ nicht mehr verfligbar.

Angepasste Verfiigbarkeitsklausel fir PB: Wenn man eine Folge $ von k& Sétzen nach PB durch
die Folgerung vonT zu $* fortsetzen darf und [B, &, A] in Zeile i+1 von $ als letzte Annahme ver-
flgbar ist, dannist T" in $* bei k verfigbar und alle B, diein $ bei einem [ verfligbar waren, sind
in H* bel [ verfUgbar, fallssiein $ bei [ angezogen wurden oder falls [ < 4, andernfalls sind sie in

$H* bei [ nicht mehr verfligbar.

Fir einen so erweiterten Kalkil l&sst sich festlegen: § ist eine T-Ableitung von I" aus X ge-

nau dann, wenn T" eine Aussagenmenge ist, esein k£ # 0 gibt, so dass § eine Folge von k Sét-
zen ist, die Menge der in $) angezogenen Aussagen eine Teilmenge von T ist, X die Menge
der in $ verfugbaren Annahmen ist und I die Konklusion von §) ist und wenn fur adle i < k
gilt: Man darf [ nach einer der Regeln des erweiterten Kakuls zu $li+1 fortsetzen. § ist

dann und nur dann ein T-Bewels fur I' (bzw. eine T-Argumentation far I'), wenn $ eine T-

Ableitung von I" aus @ ist. I ist eine deduktive Konsequenz aus X unter T' (kurz: X +_T)
genau dann, wenn X eine Aussagenmenge ist und es ein §) gibt, so dass $) eine T-Ableitung

vonT auseinemY < X ist. Dabei gilt dann: X —_T" genau dann, wenn X u T T,

Zusdtzliche Erweiterungsmdglichkeiten bestehen in der Einflhrung weiterer logischer
Operatoren. Fuhrt man etwa 0" als Junktor ein und passt die Formeldefinition entsprechend
an, dann lasst sich beispielsweise PrRawiTZ' Si-Regulierung dieses Redeteils® umsetzen, in-
dem man (i) erlaubt, eine Satzfolge, in der I' verfigbar ist und in der alle verfigbaren An-
nahmen die Gestalt "A™ haben, durch die Folgerung von "I fortzusetzen (Boxeinfih-
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rung), und (ii) erlaubt, eine Satzfolge in der I verflgbar ist, durch die Folgerung von I
fortzusetzen (Boxbeseitigung).

Sodann 1&sst sich der hier gewahlte Ansatz problemlos auf Sprachen zweiter Stufe Ubertra-
gen. Umgekehrt 18sst sich der hier vorgestellte klassische Kakul aber nicht nur erweitern,
sondern naturlich auch einschrénken. Ersetzt man etwa NB durch eine Ex-Contradictione-
Quodlibet-Regel, dann erh@lt man einen intuitionistischen Kalkil. Streicht man NB ersatzlos,

so resultiert ein minimaler Kalkdl.

6 Zusatz: Ableitungsdefinitionen ohne deontisches
Vokabular

Im Folgenden werden zwei Ableitungsdefinitionen ohne Ruckgriff auf deontisches Vokabular
etabliert, die sich insbesondere fir metatheoretische Untersuchungen anbieten. Die erste De-
finition entspricht dabei dem Kalkil ohne Anziehungsregeln, die zweite Definition stellt einen
Ableitungsbegriff unter Einbeziehung von Anziehungen bereit. Die erste Definition legt in-

duktiv fest, wann $) eine Ableitung von k£ Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge X und der

verfigbaren Annahmezeilenmenge Y ist:

(i) Dieleere Satzfolgeist eine Ableitung von 0 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge @ und
der verfiigbaren Annahmezeilenmenge @; und

(i)  Wenn $ eine Ableitung von k& Sitzen mit der verfiigbaren Zeilenmenge X und der verfligba-
ren Annahmezeilenmenge Y ist, dann:
(ii-i) WennT eine Aussageist, dann ist die Fortsetzung von $ um "Sei I'" eine Ablei-
tung von k+1 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge X u {k} und der verfiig-
baren Annahmezeilenmenge Y u {£}; und

(ii-ii) Wenn'Y # 0 und A die Satzaussage in Zeile max(Y) von $ und I" die Konklusion
von ) ist, dannist die Fortsetzung von $) um "Also A — I eine Ableitung von
k+1 Sdtzen mit der verflgbaren Zeilenmenge (X\{j | max(Y) <j<k-1}) u {k}
und der verfligbaren Annahmezeilenmenge Y\{ max(Y)}; und

(ii-iii) WennY #0 und i € X, wobei max(Y) <4, und A die Satzaussage in Zeile
max(Y) von $ ist und T" die Satzaussage in Zeile i von $ und "—I"" die Konklu-
sionvon $ oder "—I'" die Satzaussage in Zeilei von $) und I" die Konklusion
von ) ist, dann ist die Fortsetzung von $) um "Also —A™ eine Ableitung von £+1
Sétzen mit der verfigbaren Zeilenmenge (X\{ 7 | max(Y) <j <k-1}) u {k} und
der verfigbaren Annahmezeilenmenge Y\{ max(Y)}; und

(ii-iv) WennY #0 und i € X, wobei max(Y) =¢+1, I" die Konklusion von $) ist und
ein Parameter ist, der weder in einer Zeilem von $ mit m<:nochinT vor-
kommt, und "VEA™ die Satzaussagein Zeilei von $ und [B, &, Al die Satzaussage
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in Zeilemax(Y) von $) ist, dann ist die Fortsetzung von $) um "Also I eine
Ableitung von k+1 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge (X\{7 | max(Y) <j <
k-1}) u {k} und der verfigbaren Annahmezeilenmenge Y\{ max(Y)}; und
(ii-v) Wenn'Y =0 oder [B ist verschieden von der Subjunktion aus der Satzaussagein
Zeilemax(Y) von $ und der Konklusion von $) und [es gibt kein : € X, so dass
max(Y) <+und einT die Satzaussage in Zeile+ von $ und "—I"" die Konklusion
von §) ist oder "I die Satzaussage in Zeile i von $) und I" die Konklusion von
$ ist, oder B ist verschieden von der Negation der Satzaussage in Zeile max(Y)
von $] und [es gibt kein i € X, wobei max(Y) =i+1, so dass es eine Formel A
und einen Parameter 3, der weder in einer Zeile m von $ mit m <4 noch in der
Konklusion von $) vorkommt, gibt, fir die "VEA™ die Satzaussage in Zeile i von
$Hund[B, &, A] die Satzaussage in Zeile max(Y) ist, oder B ist verschieden von
der Konklusion von $]], und:
a) Wenni, j € X und A die Satzaussage in Zeileivon $ und "A — B die
Satzaussage in Zeile j von $; oder
b) Wenni, j € X und A die Satzaussage in Zeilei von $) und I die Satzaus-
sagein Zeile j von $ und B identisch mit "A AT ist; oder
c) Wenn+: e X und die Satzaussage in Zeile ¢ von $) mit "A A B™ oder mit
"B A A" identisch ist; oder
d Wenni, j e Xund "A — I''die Satzaussage in Zeileivon $ und T —
A" die Satzaussagein Zeile j von $) und B identisch mit "A « I igt;
oder
e) Wenn: e X und A die Satzaussage in Zeile i von ), I" eine Aussage und
B identischmit "A v I oder T v A™ ist; oder
f) Wenni, j,l e Xund "A v I die Satzaussagein Zeileivon $ und "A —
B" die Satzaussage in Zeile j von $ und T — B die Satzaussage in
Zeilel von $ ist; oder
g) Wennie X und "——B" die Satzaussagein Zeile i von $) ist; oder
h) Wenni e X und A eine Formel, & eine Variable und B ein Parameter ist,
der weder in einer Zeilel von $ mitl € Y noch in A vorkommt, und [, &,
A] die Satzaussage in Zeile i von $) und B identisch mit "AEA™ ist; oder
i) Wennie X, 6 eingeschlossener Term und "AEA™ die Satzaussage in
Zéileivon $ und B identisch mit [0, &, A] ist; oder
i) Wennie X und A eine Formel, £ eine Variable, 0 ein geschlossener
Term, [0, &, A] die Satzaussage in Zeile ¢ von $ und B identisch mit
"VEA™ ist; oder
k) Wenn 6 ein geschlossener Term und B identisch mit "0 = 67 ist; oder
) Wenni, j € X undA eine Formel und & eine Variableigt, 0o, 0; geschlos-
sene Terme sind und "0, = 0, die Satzaussage in Zeile i von $) und [0, &,
A] die Satzaussage in Zeile j von $ und B identisch mit [04, &, A] ist; oder
m) Wenni: € X und B die Satzaussage in Zeile i von §) ist;
dann ist die Fortsetzuna von $y um "Also B™ eine Ableituna von k+1 Sétzen mit
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der verflgbaren Zeilenmenge X u {k} und der verfligbaren Annahmezeilenmen-
geY; und

(iii) Sonstist kein $ fur irgendwelche k, X, Y eine Ableitung von k Sétzen mit der verfligbaren
Zeilenmenge X und der verfugbaren Annahmezeilenmenge Y.

Erlauterung: Klausel (i) legt die Induktionsbasis fest. Klausel (iii) ist die Abschlussklausel. In
Klausel (ii) werden zunéchst in (ii-i) bis (ii-iv) die Falle abgehandelt, in denen sich die verflgba-
ren Annahmezeilenmengen andern: (ii-i) entspricht der Annahmeregel; (ii-ii) bis (ii-iv) entspre-
chen Subjunktoreinfiihrung, Negatoreinfihrung und Partikularquantorbeseitigung. Der erste Teil
von (ii-v) stellt eine Ausschlussklausel dar. Es wird ausgeschlossen, dass ein SE-, NE- oder PB-
Szenario vorliegt. In den einzelnen Unterklauseln a) bis m) werden die verflgbaren Zeilenmengen
und verflgbaren Annahmezeilenmengen der anderen regelgemél3en Fortsetzungsmaoglichkeiten
festgelegt. Diese Fortsetzungen sind auch dann regelgemald (vgl. Kap. 3), wenn die Ausschluss-
klausel jeweils nicht erfullt ist — nur ist dann eine entsprechende Fortsetzung gleichzeitig eine
Fortsetzung nach (i-ii), (i-iii) oder (i-iv) und die Verfugbarkeiten andern sich dementsprechend.

Mit dieser Definition gilt dann fur ale $, k: Ist $ eine Folge von k Sétzen und & # O, dann ist
$ genau dann eine Ableitung von £ Sdtzen mit der verfigbaren Zeilenmenge X und der ver-
fugbaren Annahmezeilenmenge Y, wenn §) eine Ableitung der Konklusion von $ aus{A | Es
gibteinz € Y und A ist die Satzaussage in Zeile i von £} ist und fir allei € Y gilt: die Satz-
aussagein Zeileivon $) ist in § bel + s Annahme verfugbar und fur alle j € X gilt: die Satz-

aussagein Zeile jvon $ istin $ bel j verflgbar.

Die zweite Definition legt induktiv fest, wann § eine Ableitung von k Sitzen mit der verfig-

baren Zellenmenge X und der veflgbaren Annahmezeilenmenge Y und der

Anziehungszeilenmenge Z ist:

(i) DieleereFolgeist eine Ableitung von 0 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge @ und der
verfligbaren Annahmezeilenmenge @ und der Anziehungszeilenmenge @; und
(i)  Wenn $ eine Ableitung von k& Sitzen mit der verfiigbaren Zeilenmenge X und der verfligba-
ren Annahmezeilenmenge Y und der Anziehungszeilenmenge Z ist, dann:
(ii-i) WennT eine parameterfreie Aussage ist, dann ist die Fortsetzung von $ um "Da
I'" eine Ableitung von k+1 Sdtzen mit der verfligbaren Zeilenmenge X u { &}
und der verfligbaren Annahmezeilenmenge Y und der Anziehungszeilenmenge Z
u {k}; und
(ii-ii) WennT eine Aussageist, dann ist die Fortsetzung von $) um "Sei I'" eine Ablei-
tung von k+1 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge X u {k} und der verfig-
baren Annahmezeilenmenge Y u {£} und der Anziehungszeilenmenge Z; und
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von §) ist, dann ist die Fortsetzung von §) um "Also A — I eine Ableitung von
k+1 Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge (X\({7 | max(Y) < j < k-1}\Z)) u
{k} und der verfiigbaren Annahmezeilenmenge Y\{ max(Y)} und der Anzie-
hungszeilenmenge Z; und

WennY #0 und ¢ € X, wobel max(Y) <i, und A die Satzaussage in Zeile
max(Y) von $ ist und T" die Satzaussage in Zeile i von $ und "—I" die Konklu-
sionvon $ oder "I die Satzaussage in Zeilei von $ und I" die Konklusion
von § ist, dann ist die Fortsetzung von $) um "Also —A™ eine Ableitung von k+1
Sétzen mit der verfligbaren Zeilenmenge (X\({j | max(Y) < j < k-1}\Z)) u {k}
und der verfligbaren Annahmezeilenmenge Y\{ max(Y)} und der Anziehungszei-
lenmenge Z; und

WennY #0@ undi € X, wobel max(Y) = i+1, I die Konklusion von §) ist, A eine
Formel und p ein Parameter, der weder in einer Zeile m von $ mit m <inochin
I’ vorkommt, ist und "VEA™ die Satzaussagein Zeileivon $ und [B, &, A] die
Satzaussage in Zeile max(Y') von $) ist, dann ist die Fortsetzung von $) um "Also
I'" eine Ableitung von k+1 Sdtzen mit der verfligbaren Zeilenmenge (X\({ |
max(Y) < j <k-1}\Z)) v {k} und der verfligharen Annahmezeilenmenge
Y\{max(Y)} und der Anziehungszeilenmenge Z; und

Wenn Y = 0 oder [B ist verschieden von der Subjunktion aus der Satzaussage in
Zeilemax(Y) von $ und der Konklusion von $) und [es gibt kein ¢ € X, so dass
max(Y) <iundenT die Satzaussage in Zeile : von $) und "—I"" die Konklusion
von §) ist oder "—I" die Satzaussage in Zeile ¢ von $ und T" die Konklusion von
$ ist, oder B ist verschieden von der Negation der Satzaussage in Zeile max(Y)
von ] und [es gibt kein i € X, wobei max(Y) =i+1, so dass es eine Formel A
und einen Parameter 3, der weder in einer Zeile m von $ mit m <4 noch in der
Konklusion von $ vorkommt, gibt, fir die "VEA™ die Satzaussage in Zeile i von
Hund[B, &, A] die Satzaussage in Zeile max(Y) ist, oder B ist verschieden von
der Konklusion von $]], und:

a) Wenni, j € X und A die Satzaussage in Zeilei von $ und "A — B die
Satzaussage in Zeile j von $); oder

b) Wenni, j € X und A die Satzaussage in Zeile i von $ und I die Satzaus-
sagein Zeile 7 von $) und B identisch mit "A AT ist; oder

¢) Wenn+: e X und die Satzaussage in Zeile ¢ von $) mit "A A B™ oder mit
B A A" identisch ist; oder

d Wenni, j e Xund "A — I''die Satzaussage in Zeileivon $H und T —
A" die Satzaussage in Zeile j von $) und B identisch mit "A < I'" it;
oder

e) Wenn+: e X und A die Satzaussage in Zeile i von 9, I" eine Aussage und
B identischmit "A v I™ oder T v A™ ist; oder

f) Wenni, j,l e Xund "A v I die Satzaussagein Zeileivon $ und "A —
B" die Satzaussage in Zeile j von $ und 'T' — B" die Satzaussage in
Zeilel von $ ist; oder
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g) Wenni e X und "——B" die Satzaussagein Zeile i von §) ist oder

h) Wenni e X und A eine Formel, & eine Variable und  ein Parameter, der
weder in einer Zeilel von $ mitl € Y noch in A vorkommt, ist und [B, &,
A] die Satzaussage in Zeile i von $ und B identisch mit "AEA™ ist; oder

i) Wennie X, 0 eingeschlossener Term und "AEA™ die Satzaussage in
Zeileivon $ und B identisch mit [0, &, A] ist; oder

j)  Wennie X und A eine Formel, & eine Variable, 6 ein geschl ossener
Term, [0, &, A] die Satzaussage in Zeile ¢ von $ und B identisch mit
VEA™ ist; oder

k) Wenn 0 ein geschlossener Term und B identisch mit "0 = 07 ist; oder

) Wenni, j € X undA eine Formel und & eine Variableist, 0o, 0; geschlos-
sene Terme sind und "6, = 0, die Satzaussage in Zeile i von $) und [0, &,
A] die Satzaussage in Zeile j von $ und B identisch mit [84, &, A] ist; oder

m) Wenni e X und B die Satzaussage in Zeilei von §) ist;

dann ist die Fortsetzung von $ um "Also B" eine Ableitung von k+1 Sétzen mit
der verflgbaren Zeilenmenge X u {k} und der verfligbaren Annahmezeilenmen-
ge Y und der Anziehungszeilenmenge Z; und

(iii) Sonstist kein $ fur irgendwelche k, X, Y, Z eine Ableitung von k Sétzen mit der verflgba-
ren Zeilenmenge X und der verfligbaren Annahmezeilenmenge Y und der Anziehungszei-
lenmenge Z.

Erlauterung: Klausel (i) legt wiederum die Induktionsbasis fest. Klausel (iii) ist wiederum die Ab-
schlussklausel. In Klausel (ii) werden zunéchst in (ii-i) bis (ii-v) die regelgeméf3en Fortsetzungen
abgehandelt, in denen sich die verfligbaren Anziehungs- oder Annahmezeilenmengen andern: (ii-i)
einfuhrung, Negatoreinfiihrung und Partikularquantorbeseitigung. Der erste Teil von (ii-vi) stellt
wieder eine Ausschlussklausel dar. Es wird ausgeschlossen, dass ein SE-, NE- oder PB-Szenario
vorliegt. In den einzelnen Unterklauseln a) bis m) werden die verfligbaren Zeilenmengen und ver-
flgbaren Annahmezeilenmengen der anderen regel gemél3en Fortsetzungsmaoglichkeiten festgel egt.
Diese Fortsetzungen sind auch dann regelgemél, wenn die vorgeschaltete Ausschlussklausel je-
weils nicht erfillt ist — nur ist dann eine entsprechende Fortsetzung gleichzeitig eine Fortsetzung
nach (i-iii), (i-iv) oder (i-v) und die Verflgbarkeiten &ndern sich dementsprechend.

Mit dieser Definition gilt dann fur ale $ und £: Ist £ # 0 und $) eine Folge von k Sdtzen, dann
ist $ genau dann eine T-Ableitung von I" aus X, wenn T eine Aussagenmenge ist und es X*,
Y, Z gibt, so dass $ eine Ableitung von k£ Sétzen mit der verfigbaren Zeilenmenge der X*

und der verflgbaren Annahmezeilenmenge Y und der verfligbaren Anziehungszeilenmenge Z
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istundwenn X = {A |Esgibteini € Y und A ist die Satzaussage in Zeile i von $H} und Z <

T und T die Konklusion von $j ist.

! Fir eine prézisere Darstellung, einen Adéguatheitsbeweis siehe unsere umfangreichere Arbeit Redehand-

lungskalkiil. Die hier eingenommene Sicht auf das Ableiten, Beweisen und Argumentieren verdankt sich
PETER HINST und GEO SIEGWART. Desgleichen baut die Entwicklung des Redehandlungskalkiils auf den Ar-
beiten von HINST und SIEGWART zur Pragmatisierung von Kalkilen des nattrlichen Schlief3ens auf (siehe
HinsT, P.: Pragmatische Regeln, Logischer Grundkurs, Logik und SIEGWART, G.: Vorfragen, Kap. 4-6,
Denkwerkzeuge und Alethic Acts.).

Siehe dazu neben der in Endnote 1 angegebenen Literatur auch Siegwart, G.: Begriffshbildung.

¥ Siehe PRAWITZ, D.: Natural Deduction, S. 74.

2
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